\Vectores en el espacio

Un sistema de coordenadas tridimensional se construye trazando un eje Z, perpendicular en el

origen de coordenadas a los ejes X e Y.

Cada punto viene determinado por tres coordenadas P(X, v, 2).

Los ejes de coordenadas determinan tres planos coordenados: XY, XZ e YZ.

Vector en el espacio

Un vector en el espacio es cualquier segmento orientado que tiene su origen en un punto y su

extremo en el otro.

Componentes de un vector en el espacio

Si las coordenadas de A 'y B son: A(X1, Y1, Z1) Y B(X2, Y2, Z2) Las coordenadas o componentes

del vector AB se obtienen restando a las coordenadas del extremo las del origen.

B —

AB = [xz ~ Xy W~ Vi 2o —Zl)



Ejemplo:

Determinar la componentes de los vectores que se pueden trazar en el tridangulo de vértices

A(-3,4,0),B(3,6,3) yC(-1,2, 1).

C
A B
AB = (3+3,6-4,3-0)=(6,2,3) BA = (-6,-2,-3)
AC =(-1+3,2-4,1-0)=(2,-21) CA = (-2,2,-1)
BC =(-1-3,2-6,1-3)=(-4,-4,-2) CE =(4,4,2)

Modulo de un vector
El modulo de un vector es la longitud del segmento orientado que lo define.

El modulo de un vector es un numero siempre positivo y solamente el vector nulo tiene

maodulo cero.

Calculo del moédulo conociendo sus componentes

—

U= [ul, U, ua)

‘I}‘ = \[Ulz + UEE + USE
Dados los vectores y , U = [3,1, —1) v = [2, 3, 4) hallar sus médulos

| = JF 12 +(-1) = A1

V| = J2° +F +(4)° =29

Calculo del médulo conociendo las coordenadas de los puntos

f""*[xlaflafl) B[Xz;}’zafz)

"&_51:\/(’”2 _XI)EJ’(M ‘?“’1)2’“(22 -7y



Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos es igual al médulo del vector que determinan dichos puntos.

d(AB)= ‘E‘= \/(Xz —x1)  (yo-vi )+ (22 - 21)

Hallar la distancia entre los puntos A(1, 2, 3) y B(2, 3, —1).

d(AB) = |AB| = JE1-17 +(2-2) +(0-3)° = i3

Vector unitario
Un vector unitario tiene de modulo la unidad.

Normalizar un vector consiste en asociarle otro vector unitario, de la misma direccion y

sentido que el vector dado. Para ello se divide cada componente del vector por su mddulo.

Operaciones con vectores en el espacio

Suma de vectores
Para sumar dos vectores se suman sus respectivas componentes.

U = (g, Uy o= [y, Vo Vg )

L+y = Ly + vy Uy Vg, Uy + Vg

Ejemplos

Dados v =(2, 1, 3), ;:(1,—1,0), W:(l, 2, 3), hallar el vector
X=2u+3v—w.
X=(4,2,6)+(3,-3,00-(1,2,3)=(6,-3,3)

Dados los vectoresu’(2,4,5) y v°(3,1,2) hallar el médulo del vector . uw” — v’

d-v=(2,4,5)-(31,2)=(-1,3,3)

‘E—F‘:J{—1}2+32+32 =19



Propiedades de la suma de vectores

Asociativa
U+(".f + W):(U + V)+ W
Conmutativa

LU

=}

Uy vs=
Elemento neutro
gy 0-u
Elemento opuesto
Gy U)y=0
Producto de un namero real por un vector
El producto de un ndmero real k € Rpor un vector u’ es otro vector:
De igual direccion que el vector .
Del mismo sentido que el vector u” si k es positivo.
De sentido contrario del vector u” si k es negativo.
De médulo K| ‘a‘

Las componentes del vector resultante se obtienen multiplicando por K las componentes del

vector.

kou= [kuy +ku, +kug)

Propiedades del producto de un niimero por un vector

Asociativa
k-(k'-uw)=(k-Kk)-u
Distributiva respecto a la suma de vectores

k-@W+7v)=k-u+k-v



Distributiva respecto a los escalares
(k+k) w=k-uw+k'-uw
Elemento neutro

1-w=u

Ejemplo

Dado v'= (6, 2, 0) determinar u’ de modo que sea 3u’ =v'.

J=L?=[2,3,D]

L)

Dependencia e independencia lineal. Bases

Combinacion lineal

Una combinacion lineal de dos o mas vectores es el vector que se obtiene al sumar esos

vectores multiplicados previamente por escalares.

—_— e —_—

v=a v,+a vV, +--+a v

"

Ejemplo:

Cualquier vector se puede expresar como combinacion lineal de un conjunto de vectores que

tengan distinta direccion.

w=2U4+3V

Esta combinacién lineal es Unica.



Vectores linealmente dependientes

Un conjunto de vectores libres del plano se dice que son linealmente dependientes si hay
una combinacién lineal de ellos que es igual al vector cero, con la condicion de que alguno de

los coeficientes de la combinacion lineal distinto de cero.

—_  —

a v,+a v, +---+a_ v_=0

"

Propiedades

1. Si un conjunto de vectores son linealmente dependientes, entonces al menos uno de

ellos se puede expresar como combinacion lineal de los demas.

Si son linealmente dependientes

a v, +a v, +--+a, v, =0

Con alguno de los coeficientes distinto de cero. Despejando tendremos:

v, =—2Vv, -2,

a * &

También se cumple el reciproco: si un vector es combinacion lineal de otros, entonces los

vectores son linealmente dependientes.
2.Dos vectores del plano son linealmente dependientes si, y s6lo si, son paralelos.

3.Dos vectores libres del plano W™= (u, u)) y v v= (vi, V») son linealmente

dependientes si sus componentes son proporcionales.

U =kv Uy, Uy, Ug ) = (K, kv g, Kug)

Por las propiedades de los determinantes, se cumplira que:
by U U,
v, v, v,|=0
W, W, W,



Ejemplo

Determinar los valores de k para que sean linealmente dependientes los vectores u” =
(3, k,—6), v =(-2,1,k+3)y w = (1,k + 2,4) ,y escribir w como combinacion lineal de v
y w | siendo k el valor calculado.

Los vectores son linealmente dependientes si el determinante de la matriz que forman es

nulo, es decir que el rango de la matriz es menor que 3.

3 k -6
-2 1 k+3=0
1 k+2 4

12+k2+3k+12k+24—[—6—8k+3k2+15k+18):n

k? -4k -12=0 k=-2 k=6
(3,-2,-6)= a(-2,1,1) +b (1,0, 4)

(3,-2,-6)=(-2a+b,a a+4b]

Vectores linealmente independientes

Varios vectores libres son linealmente independientes si ninguno de ellos puede ser

escrito con una combinacion lineal de los restantes.

—_— —

a v, +a v, +---+a_ v_=0

L
aa=a=--=a,=0
Los vectores linealmente independientes tienen distinta direccién y sus componentes no

son proporcionales.

Uy U, U
v, v, v, =0
Wi W, W,



Ejemplos

1. Estudiar si son linealmente dependientes o independientes los vectores:
w=(2,3,1), v=(1,0,1), w=(0,3,—1)

a(2,3,1)+b(1,0,1)+c(0,3,-1)=(0,0,0)

2a+b=0 2 1 0
33+3c=0 3 0 3|=0
a+b-c=0 1 1 -1

Como el rango es 2 y el nimero de incognitas 3, resulta un Sistema compatible

indeterminado.

El sistema tiene infinitas soluciones, por tanto los vectores son linealmente dependientes.

Base

Tres vectores u, v’y w’,con distinta direccion forman una base, cuando cualquier

vector del espacio se puede expresar como combinacion lineal de ellos.
X o= au+ Dy o+ ow
Las coordenadas del vector respecto a la base son:

§=(a,b,c)

Base ortogonal

Una base es ortogonal si los vectores de la base son perpendiculares entre si.

Base normada

Es aquella constituida por vectores unitarios, es decir, de modulo la unidad.

Base ortonormal

Una base es ortonormal si los vectores de la base son perpendiculares entre si, y ademas

tienen moédulo 1.

- =+ —+

(i, J. k)

i=(1,0,0) J=(0,1,0) k=(0,01)


http://www.vitutor.com/algebra/sistemas%20I/rouche.html�
http://www.vitutor.com/algebra/sistemas%20I/rouche.html�
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Esta base formada por los vectores 7, , k se denomina base canonica.

Ejemplo

¢Para qué valores de a los vectores %(1,1,1), ¥(1,a,1) y w(1,1,a), forman una base?

1 1 1

1 @ 1{=0

1 1 &z

F+1+1-a-a-1=0 a8 -2a+1=0
(@-1)°=0 a=1

Para a # 1, los vectores forman una base.

Producto escalar

El producto escalar de dos vectores es un niumero real que resulta al multiplicar el producto

de sus médulos por el coseno del &ngulo que forman.

U-V=|U|-|V|-CDSCE

Expresion analitica del producto escalar

UV = .V U, W, U,V

Ejemplo

Hallar el producto escalar de dos vectores cuyas coordenadas en una base ortonormal son: (1,
1/2,3) y (4, -4, 1).

(1,1/2,3) - (4, —4,1)=1-4+(1/2) - (~4)+3-1=4—2+3=5

Expresion analitica del médulo de un vector

— —_ 2 2 2
‘u‘zﬁ.'u-u=V{u1-u1+u2-u2+u3-u3 = Ju? u? +u




Ejemplo:
Hallar el valor del médulo de un vector de coordenadas i = (-3, 2, 5) en una base ortonormal.

il = J(-3)° +27+ 52 = o+ 4+ 25= 38

Expresion analitica del &ngulo de dos vectores

N P
COS o = 1V THG Vp THs Vg

\/ulz + Uy +u32-\fv12 ot 4y
Ejemplo:

Determinar el &ngulo que forman los vectores # = (1, 2, —3) y v= (-2, 4, 1).

-2+8-3 3 3

J+a104a+16+1 4wl 796

o= arc cos i =70 gz
76

Vectores ortogonales

COS o =

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0.
u-v=0 analiticamente u;- v; + uy. vy + uz. v3 =0

Los vectores ortogonales son perpendiculares entre si.

Ejemplo

Calcular los valores x e y para que el vector (X, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2,0) y (2, 1, —1).

v, 1) L (3,2,0) 3x +2y =0
v, 1) L(2,1,-1) 2x +y -1=0
X =2 Yy o= -3

Propiedades del producto escalar
1Conmutativa

u-v=v-u

10



2 Asociativa

k-(u-v)={k-u)v

3 Distributiva

U-(V+W =4 -V +4L-w

4 El producto escalar de un vector no nulo por si mismo siempre es positivo.

Interpretacion geométrica del producto escalar

El producto de dos vectores no nulos es igual al médulo de uno de ellos por la proyeccion

del otro sobre él.

Y
m

=

u-v=|v|-DA'

COS a= DA'=F|-C‘DS‘£E

OA\' es la proyeccion del vector u sobre v, que lo denotamos como Proy.v

— .V
Pm}rav = ‘T
u

=l

Ejemplo

Dados los vectores 1 = (2,—3,5) y ¥ = (6,—1,0) hallar:

1. Los médulos de i y ¥

| = J2 (-3 +5 =38

11



V| = \/62 +(-1)° +0? =37

2. El producto escalar de il y v-

Uw =26+(-3)(-1)+50-15

3. El angulo que forman.

15

NN

Cos (J, 5,7) = 0.4

(E},F) _ arc c0s 0.4 = 66.42°

4. La proyeccion del vector i sobre v
- 15
Proy-v = —
4 37
5. La proyeccion del vector ¥ sobre 1

Proy;ﬁ = 1>

38
6. El valor de m para que los vectores 4 = (2,—3,5) y (im, 2,3) sean ortogonales.

2Zm-6+15=0 m=_E

Cosenos directores

En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector u = (x,y, z), a los cosenos de

los angulos que forma el vector u con los vectores de la base.

X
COS ¢t =
1‘I;u:2+}."2+_22
cos 5 = Y
\/x2+y2+zz
7
Cos v =

sz + ¥yt + 7°

Secumple que 0S4 cOS” B+ costy =1

12



Ejemplo

Determinar los cosenos directores del vector (1, 2, —3).

1 1
o5 o = =
\/12 1224 (-3 V14
08 = 2 _ 2
\[12 122 (-3 A4
08y - -3 _ -3
\(12 422 4 (-3)f V14

(LT+(LJ2+(—_3T_L+i+E_1
Gha) \ia) fig) T1aT1a 1
Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores es otro vector cuya direccion es perpendicular a los dos

vectores y su sentido seria igual al avance de un sacacorchos al girar de u a v.

Su moédulo es igual a: .
‘u xv‘ = ‘u“v‘sen o

uxv

=]

=1l

El producto vectorial se puede expresar mediante un determinante:

-+ -+ —

i  k
- J Uz Uzl Wy Ugi= Wy Uyl
UXY =ty Uz Ug|= ! + k
V2 V3 Vi V3 Vi Vo
Vi V2 V3
Ejemplos

Calcular el producto vectorial de los vectores i = (1,2,3) y v’ = (-1, 1, 2).

13



i Jk
— = 2 3+ (1 3= |1 2|+
UXV=123=121—12_}+11=
-1 1 2
=+57-3k

Dados los vectores % = 37 —j+ k y # =1 +j+ k , hallar el producto vectorial de dichos

vectores. Comprobar que el vector hallado es ortogonal a i y v.

i 7 ok
ixv=p -1 1:“11 i-f 1}4‘? k- ai-2jeak
11 1
(Uxv) Ly (-2,-2,4)-(3,-1,1)=-6+2+4=0
(uxv)Lv (-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0

El producto vectorial de ¢ x ¥ es ortogonal a los vectores il y .

Area del paralelogramo

Geométricamente, el mddulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del

paralelogramo que tiene por lados a esos vectores.

—

A= |u‘-h= ‘u‘Msencc: |uxv|

Ejemplo

Dados los vectores i = (3,1,—1) y v’ = (2, 3, 4), hallar el area del paralelogramo que tiene por

lados los vectores i y v’

—

3

- i
-1 = +
J 2 3

4

UXV= i -

1 -1
2 4

k=7i-14j+7k
3 4

= ‘3 -1

Mo L) =
% I

A= )J’x?‘=J?2+142 + 72 = [2a4,,2

14



Area de un triangulo

Ejemplo

Determinar el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 3), B(2, -1, 5) y C(-3, 3, 1).

AB = (1,-2,2) AC =(-4,2,-2)
i ok
w=ABxAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
‘2 2*_‘1 2}‘1 2lK-0i-67-6F
2 2| |4 -2]7 |4 2
w = (0, -6, -6)

A= %-6@:3@112

Propiedades del producto vectorial
1. Anticonmutativa

Uxv = —vxu

2. Homogénea

AUxv)=U)X v=ux(Av)

3. Distributiva

Ux P+ wW)=uxv + dxw

4. El producto vectorial de dos vectores paralelos en igual al vector nulo.



713 entonceszixv = 0

5. El producto vectorial 4 x v’ es perpendicularai y a v’

Producto mixto

El producto mixto de los vectores %, vy w’ es igual al producto escalar del primer vector por
el producto vectorial de los otros dos.

El producto mixto se representa por [i, v’y w].

— — — — =+

[u,v,w = u-(vxw)

El producto mixto de tres vectores es igual al determinante que tiene por filas las coordenadas

de dichos vectores respecto a una base ortonormal.

U U
[u,v,w} =v, v, Vv,
Wy W, Wy

Ejemplos
Calcular el producto mixto de los vectores:

g=(2-1,3) v=(0,2-5) w=(1,-1,-2)

- —+ —

i J k
vxw=0 2 -5=-9-5j-2k
1 -1 -2

—

u-(vxw)=(2,-1,3)-(-9,-5,-2) = -18+ 5- 6 = - 19

Volumen del paralelepipedo

El valor absoluto del producto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyas aristas

son tres vectores que concurren en un mismo vertice.

Ejemplo
Hallar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores:

G=(3-25) v=(22-1) w=(-4,32)

16



3 -2 5
v{ﬁ,ﬁ,ﬂ: 2 2 -1/=914
4 3 2

Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor absoluto.

y u, U, U,
V=|v, v, V¥
51 2 3

W, W, Wy

Ejemplo

Obtener el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(3, 2, 1), B(1, 2, 4), C(4, 0, 3)
yD(,1,7).

AB=(1-3,2-2,4-1)=(-2,0,3)
AC =(4-3,0-23-1)=(1,-2,2)

AD =(1-3,1-2,7-1)=(-2,-1,8)
Lo57)
2 0 3
[E},F,ﬁ} 1 -2 2/=24-3-12-4-5
2 -1 6
v=lis_2,0
6

Propiedades del producto mixto

1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores, pero cambia de signo si

éstos se trasponen.
[u, VW | = [v, w,u} = [w,u,v}
[u,v,w = —[v,u, w:| = —[u, w,v:| = - [w,v,u
2. Si tres vectores son linealmente dependientes, es decir, si son coplanarios, producto mixto

vale 0.

17
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